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Boésons sdo particulas que ndo se restringem ao principio de exclusdo de Pauli. Com a
diminuicdo da temperatura, elas podem formar um condensado, conhecido como condensado
de Bose-Einstein. Conectando a mecanica estatistica quantica com a teoria de redes complexas,
estudamos o condensado a partir do nimero de particulas, temperatura critica e calor especifico
em funcdo das caracteristicas das redes. Redes complexas sdo formas eficientes de observar e
analisar conexdes da natureza a partir de um conjunto de pontos e linhas. Nos aprofundamos
na historia, importancia e propriedades das redes complexas e na rede pequeno mundo, um tipo
de rede complexa que inicialmente pretendia estudar a sociedade, mas posteriormente passou
a ser aplicada a outros campos do conhecimento. Aplicamos os conhecimentos abordados em
uma rede complexa tipo estrela e em uma rede complexa tipo pequeno mundo. Na rede estrela,
reobtivemos os resultados de Vital e colaboradores [Vidal et al., Phys. Rev. E 83, 061137
(2011)]. O desafio de se reproduzir experimentalmente o condensado de Bose-Einstein, que
pode ter diversas utilidades para a sociedade, concentra-se na exigéncia de temperaturas criticas
muito baixas. Na rede de campo médio, percebemos que os parametros k € g se comportam
como a dimensdo de uma rede regular e isso permite com que possamos cada vez mais aumentar

a temperatura critica do nosso sistema somente aumentando o nimero de ligagdes.

Palavras Chaves: Fisica, Mecanica Estatistica Quantica, Redes complexas, Condensado de

Bose-Einstein




Bosons are particles that are not restrict by Pauli’s exclusion principle. As the tempe-
rature decrease, they can form a condensate, known by Bose-Einstein condensate. Connecting
quantum statistical mechanics with the networks theory, we study the condensate by the num-
ber of the particles, critical temperature and the specific heat as a function of the characteristics
of the networks. Networks are efficient ways of observing and analyzing conections in nature
from a set of points and lines. We delve deeper in the history, importance and proprierties of
networks and small world network, a specific type of network the aim to study the society, but
is applied in vairous fields of knowledge. We apply the the knowledge covered in a star-type
network and a mean field network. In the star network, we reobtained the results of Vidal et al.
[Vidal et al., Phys. Rev. E 83, 061137 (2011)]. The challenge of experimantally reproducing the
Bose-Einstein condesate, which can have many uses for the society, focuses on the requirement
for very low critical temperatures. In the mean field network, we notice that the parameters k
and ¢ behave like a dimension of a regular network and this allow us to ncreasingly increase the

critical temperature of our system just incriasing the number of connections.

Keywords: Physics, Quantum Statistical Mechanics, Networks, Bose-Einstein Condensate
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Introducao

O mundo é composto de particulas que podem ser férmions ou bésons. Os férmions
possuem spin semi-inteiro e respeitam o principio de exclusao de Pauli. Este principio deter-
mina que nunca podemos ter mais de um férmion num mesmo estado quintico. Um conjunto de
férmions respeita a distribui¢do de Fermi-Dirac. Como os elétrons tem spin 1/2, sdo férmions e

por isto podem haver somente dois elétrons em cada orbital atdmico.

J4 bosons possuem spin inteiro e ndo respeitam o principio de exclusdo, podendo com-
partilhar o mesmo estado quantico. Esta caracteristica € crucial para o acontecimento do cha-
mado condensado de Bose-Einstein, que é o acimulo de particulas bosonicas num mesmo es-
tado quantico em escala macroscopica. O condensado de bdsons, conhecido atualmente como
condensado de Bose-Einstein, foi proposto em 1924, quando o fisico Bose ndo recorreu a fisica
cldssica para obter a férmula de Plack do espectro do corpo negro. De inicio, seu trabalho foi
rejeitado. Contudo, ele o enviou para Einstein, que estendeu os cdlculos para 4tomos nao inte-
ragentes e o publicou (1). A partir disso, Einstein pdde notar que em temperaturas baixas, mas
diferentes de 7' = Ok, uma grande quantidade de 4tomos vao para o estado de menor energia,
segundo ele "Uma separagdo ¢é efetiva, uma parte condensa, o resto permanece um ’gds ideal

*n

saturado’.

A medida que um gés é submetido a temperaturas muitos baixas, com a agita¢ao térmica
cada vez menor, suas fun¢des de onda aumentam e, se ele for denso o suficiente, essas fungoes
de onda de DeBroglie chegam a se sobrepor. As fungdes de ondas do gas de bésons se super-
pdem construtivamente e formam uma grande funcao de onda, que pode exibir uma ordem de
grandeza macrocdpica e assim uma fase quantica, muitas vezes conhecidas como a quarta fase

da matéria, além das fases sélida, liquida e gasosa.

A observacdo do condensado de Bose-Einstein aconteceu somente décadas depois com
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Anderson e colaboradores (2), quando o grupo do MIT verificou a existéncia da condensagao
de Bose-Einstein em um vapor de dtomos de rubidio-87 confinado por armadilhas magneto-
Opticas juntamente com laser e resfriamento evaporativo a escalas de nanokelvin. Achou-se o

condensado perto de uma temperatura de 170nK.

As aplicacdes do condensando sao grandes, como a interferometria atbmica estudada por
Lachmann e colaboradores, (3) e a computacdo quantica, ja estudada por (4). Mas o dificuldade
do observacdo do condensado de Bose-Einstein experimentalmente € por exigir temperaturas
criticas perto de OK e densidades muitos altas para que as fun¢des de onda de DeBroglie se so-
breponham, fazendo assim o estado fundamental macroscopicamente populado. O condensado

jé foi observado no hidrogénio (5) , hélio metaestivel (6) e potassio (7).

A teoria de redes se iniciou com o chamado desafio das pontes da cidade de Konigsberg.
Neste desafio se tentava entender se poderia caminhar por todas as ilhas que formam a cidade
sem passar duas vezes pela mesma ponte. Este desafio foi solucionado por Euller, que resolveu o
problema designando as ilhas como vértices e as pontes como arestas de uma figura matematica

chamada de rede, como ilustrado na figura. Neste caso, uma rede complexa.

C
.

@45%

'_.
B

Figura 1.1: Representacdo das pontes. Imagem:https://physics.weber.edu/carroll/honors/konigsberg.htm.

Redes complexas sdo formas eficientes de organizar informacdes a partir de dois objetos
matematicos: vértices (pontos) e arestas(retas). As redes sdo formadas por um conjunto de
vértices ligados pelas arestas. A partir do conjunto de arestas e vértices que formam as redes
sdo realizados estudos através da observacdo de suas formas de organizacdo e propriedades.
Através da teoria de redes, podemos estudar os mais diversos tipos de conhecimento, tais como

biologia, matemdtica e financas.



Capitulo 1. Introdugdo

Um tipo de rede que ganhou destaque foi a rede pequeno mundo, a partir do estudo do
campo da psicologia feito por Milgram (8). O experimento, realizado por Milgran, estudou
quantos passos (arestas) € preciso dar para que duas pessoas (vértices) escolhidas aleatoria-
mente em um grande sistema possam se conectar. O impacto neste estudo € a constatacdo que
somente precisa-se em média de no maximo seis pessoas para intermediar esses dois individuos
remotamente distantes. Porém, as redes de pequeno mundo ndo somente se aplicam a socie-
dade, como exemplificado por Duncan e colaboradores (9), mas em sistemas diversos como o

sistema cerebral de um verme ou a rede elétrica dos Estados Unidos.

O primeiro a conectar a o condensando de Bose-Einstein com a teoria de redes comple-
xas foi o fisico Albert L4szl6 Barabdsi, que criou modelos como Bianconi-Barési (10), modelo
que captura as mudancas presentes nas redes de acordo com a evolu¢do temporal, 0 modelo se
baseia em duas caracteristicas de redes em crescimento: o constante crescimento pela adi¢do
de vértices e arestas novas e a capacidade de cada vértice de adquirir vértices novos, a aptidao
do vértice, por isso o mdelo é chamado de firness. O segundo modelo criado foi Barabdsi-
Albert (11), utilizado em redes sem escala descrito por dois conceitos: crescimento e anexagao

preferencial, baseado em feedbacks positivos.

A conexdo das redes complexas com o condensado tem perpassado na biologia, como
em redes neurais por Byrnes e colaboradores (12), no estudo maritimo de ondas gigantes por
Xiao-Dong Bai e Dongxiao Zhang (13), mas o desafio de observar na pratica o condensado de

Bose-Einstein persiste.

Este trabalho tem como objetivo juntar o problema do condensado de Bose-Einstein e
a teoria de redes complexas. Mais precisamente, estudamos a possibilidade da existéncia do

condensado de Bose-Einstein em redes complexas.

No capitulo 2 serd tratado sobre o condensado de Bose-Einstein, estudando-o a partir da
mecanica estatistica quantica. Baseamos nossa apresentacdo pelos livros de Pathria e colabora-

dores (14) e Kubo e colaboradores (15).

No capitulo 3 serd estudado as redes complexas, analisando sua importancia, proprieda-

des e, em particular, as redes de pequeno mundo.

No capitulo 4 serd reproduzido os cdlculos feitos por Vidal e colaboradores (16) sobre o

condensado de Bose-Einstein em uma rede complexa tipo estrela.
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Estes resultados serdo cruciais para o alcance do nosso principal objetivo: estudar a
possibilidade da existéncia do condensado de Bose-Einstein em redes complexas de campo

médio.

No capitulo 5, o objetivo se concentra na utilizagdo da rede introduzida por (17). A
partir dos calculos analiticos para a diagonaliza¢do da matriz Hamiltoniana que caracteriza a
rede de campo médio, analisaremos como se comporta o condensado de Bose-Einstein em tal

rede.

No capitulo 6, finalmente, apresentou-se que os parametros g € k sdo responsaveis por
aumentar a temperatura critica da rede, ou seja, o grande desafio de fazer com que esta tempe-
ratura chegue a temperatura ambiente pode ser alcangada aumentando o nimero de ligacdes da
rede. Em trabalhos futuros, estudaremos como todas propriedades termodindmicas se compor-

tardo de acordo com estes parametros.
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Condensado de Bose-Einstein

De acordo com Pathria e colaboradores (14), para comecar os estudos do condensado
de Bose-Einstein imagina-se um sistema de N particulas idénticas confinadas em um volume V
e com energia E. Estuda-se Q(N,V,E), que significa o nimero de microestados possiveis de

serem acessados pelo sistema.

Os niveis de energia, para um volume grande, sdo muitos préximos uns dos outros,
precisamos, entdo, dividir o espectro em um grande nimero de células de energia, que sdo

agrupamentos de energias.

Sendo ¢; as energias, n; o nimero de particulas e g; a degenerescéncia dos i-€simos

niveis, para g; >> 1, o conjunto respeita tais regras:

N=Yn (2.1)
E=Y n. (2.2)

Desse modo,
Q(N,V.E) =Y W(n;) (2.3)

Em que W (n;) € o nimero de microestados associados ao conjunto de distribuigao n;
W(n;) = Hw(i). (2.4)
i

Sendo w(i) o nimero de microestados associados ao i-ésimo nivel do espectro de energia, o
produtdrio permite percorrer todo o espectro, ou seja, w(i) represente o nimero de possibilidade

que n; particulas iguais podem ser organizadas nos g;.
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Sabendo que:
(R+N—1)!
pP— _ 2.5
RN 1)1 (2.5)
. (mitgi—1)!
w(i) = , (2.6)
( ni!(gi—1)!
pondo (2.6) em (2.4), achamos:
(ni+gi—1)!
Wn)=]]——=>2—". (2.7)
( ) H l’ll'!(gi— 1)'
Usando (2.3), a entropia € dada por:
S(N, V, E) = kgInQ(N,V,E) = kgIn [HW(ni)] : (2.8)
i

em que kp € a constante de Boltzmann.

Sabendo que o logaritmo da soma pode ser aproximadamente o logaritmo do maior
termo da soma:

S(N, V. E) ~ kgInW (i), (2.9)

em que 77; consiste no conjunto de distribui¢do que consegue maximizar W (7;), ou seja, 77; sd0

os valores, dentre n; mais provaveis.

Possuindo (2.1) e (2.2) como vinculos, usa-se o método dos multiplicadores de Lagrange

para determinar a distribuicdo mais provavel de maximizacao. Tem-se que:

[65— <a25n,~+ﬁ2€i5ni>] =0 (2.10)

léan n;) < ZSn,—I—ﬁZe,Sn,)] =0. (2.11)

Determina-se

InW (n;) ln[Zw ] nlz ”’“Lg’_l)] 2.12)

~ n;!(gi—1)!

usando a férmula de Stirling, pois possui-se, tanto no numerador quanto no denominador, fato-
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rial de nimeros muito grandes, obtem-se:
=Y ((ni+g—1)) —In(n;!(g;i—1)!)

= Z((”i—i—gi— ! —1In(n;!(gi —1)!)

= Zi(”i+gi_ 1)ln(ni+g,-— 1) —n;i+gi+ 1 —n,-ln(n,-)
+ni—(gi—1)In(gi—1)+gi—1

=X (nig_" 1) +giln (1 - g)

— Yuln <&+ 1) +giln (1 +’ﬁ> .
i n; 8i

1

A partir de (2.17), observamos que (2.11) torna-se

Z[ln(%%—l)—a—aﬁ] dn; = 0.

i
Usando a arbitrariedade de On;, tem-se, para todo i

ln(&+1)—a—ﬁe,-:0

n;

1n(§+1> =o—PBei
ni
(§+1> _ o0—Bei
ni

§ =% Bei_ 1,
n;

Observa-se que n; < g; e, a partir de (2.22)

n; 1
g e Pa—1

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

que € o numero mais provavel de particulas dividido pelo nivel de energia na i-ésima particula.

(2.23) independe da maneira que as particulas se agrupam em uma célula.
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Usando os resultados acima, analisando (2.17) e usando o método dos multiplicadores

de Lagrange, pois possui-se vinculos neste sistema, para calcular (2.11)

S ~ kpInW (n;) kBZ[ < >+g,1n<1+§)1, (2.24)

e usando os resultados obtidos em (2.22) e (2.23)

= kg (Zl’h( o— /361_ >+glln (1+M+1—1)> (2.25)

_ 1

1
i i i

Comparando com (2.1) e (2.2), percebe-se que, a primeira parte do somatdrio € igual a

aN e a segunda parte BE,

S 1

Identifica-se que @ = ,:B—‘; ef = ,{BLT, substituindo em (2.28) e fazendo a conexdo com a

termodindmica
N E PV
LA AN (2.29)
kp  kgT  kpT kT
A pressdo termodindmica do sistema €, entdo:
PV =kgT In{1 ! 2.30
V=keT Lgiln (14 gy ) (2-30)
A func@o de parti¢do pode ser escrita como:
=Y e PE, (2.31)
E
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sendo 8 =

Que ¢ a func¢do de particao do sistema e a energia de uma particula é:

E=) nee. (2.32)

Sendo ne 0 nimero de particulas no estado de energia, os valores de ne devem respeitar

N=Y ne. (2.33)
€
A funcao de particao torna-se:
—BYnee
0u(V,T)=Ye = . (2.34)
ng
A partir disso,
—BYLnee
Z(T,V)=Y, <e e ) ) (2.35)
ng

Sendo z a fugacidade, na fun¢do de particdo, tem-se:

- —BYLne
=erV)= Y ()Ye T (236)
N=0 £
2eTV) = Y () Ee P (2.37)
N=0
> ane
E(z,T,V)= Y z° { (ze Pey } (2.38)
N=0
5(.,T,V) = 2"88{ (zePE)" } (2.39)
E(z.T.V)= Z (ze o)) (ze Peryrar)... (2.40)
no,nt,...

E(z,T,V) =

Z(zeBEO)”So] [Z(zeﬁfl)"sll (2.41)

no ni
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Sabendo que:
> 1
Ye Py =Y () =1+x+x+x +.. = —, (2.42)
o o 1—x
e que ng =0,1,2..., assim,
1
E(z, T,V) = —. 243
(T.V) {I;Il_zeﬁg} (243)
O potencial q do sistema é dado por:
PV
q(z,V,T) = — =InE(z,T,V) (2.44)
kT
(z VT)—lnH; (2.45)
q ) ) . 1 o Ze_Bg .
q(z,V,T) Zln (1—ze Pe). (2.46)

Sendo < ng > o nimero médio de ocupacdo do nivel g, utilizando (2.38) e (2.46)

1[ 1 [(dE)]

11 /dEY]
< Ng >= —E |:§ (ag)_ (248)
d(InZE(e))
(2mzten)] o

<ng >= —% (% (—Zln(l —zeﬁ8)>) (2.50)
ze Pé ePéi
< g >= ; (1 —ze—ﬁ&) <eﬁa) (2.51)

1
< g >= ; (eﬁ;_z) (i) (2.52)

(2.53)

Esta equacdo € chamada de distribuicdo de Bose-Einstein, e serve como base para o
estudo das propriedades coletivas das particulas bosonicas, isto €, particulas quanticas de spin

inteiro.
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2.1 Condensado de Bose-Einstein em 3 dimensoes

Considera-se uma particula quantica livre se movimentando em uma caixa de tamanho

L. Por ser uma particula quantica deve obedecer a equagdo de Schrodinger:

W d’y
— 87{21’]’[@ =&y, (254)
cuja solugao é:
v(x) = Ae™® 4 Be kv, (2.55)

Utilizando a equag@o de contorno y(0) = 0, temos que 0 = A + B, ou seja, B = —A,

v(x) = A(e™ — e ) = 2Asen(kx). (2.56)
Como, y(L) =0,
sen(kL) =0 (2.57)
kL =nn (2.58)
nw
== (2.59)

A equagdo torna-se, entao:

h?  d*(2Asen(kx))

S 12 = £(2Asen(kx)) (2.60)
h2
. (—2Ak*sen(kx)) = &(2Asen(kx)). (2.61)
Entao, em uma dimensao, temos:
hk?
= 2.62
€ 8712m ( )
£ = h—2n2 (2.63)
T 8mL2 '
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Analogamente, em duas dimensdes

I’l2
€= m(n% +n3), (2.64)
e em trés dimensodes
h2
€= m(n% +n3+n3). (2.65)

Para estudar a densidade de estados, considera-se r? = (n% + n% + n%),

8mL?
= e (2.66)
n2,n3,n3 sdo eixos e r é o raio de uma hiperesfera.
Sendo D(&) proporcional ao volume desta esfera, ou seja, é proporcional ao 7
3
SmL?> \?
3
(8me)2 L’
D(e) = o (2.68)
3
(8me)2V

Para estudar a densidade de estados, usa-se um artificio usado por Kubo e colaboradores(15),

vé-se os numeros de estados possiveis

Qo(e) = ) 1 (2.70)

2,2, .2 8mL2 ._ 2
nl+n2+n3+...< 2 E=r

Em 3 dimensdes, tem-se que:

4 1 4 1 (/8ml* \?2
90(8):§ﬂ§r3:§7[§< 2 8) (2.71)

(2.72)
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Em duas dimensdes, tem-se:

2
1, 7w (8mL* \?
QO(S) = 7‘[17‘2 = Z (78) (273)
LZ
Qo(e) = 7(2m)  5e. (2.74)

Em uma dimensao, tem-se:

2\ 2
Qo(e) = %r - g <8’Z,ZL £> (2.75)
1L 1
Qo(e) = n(2m)2 SE (2.76)

Observando as equagdes (2.72), (2.74) e (2.76), pode-se generalizi-las como:

(S

Ld
nd

I

Qo(e) =cqm(2m)2 —e2. (2.77)

obtém-se a expressdo assintética para a densidade ndo relativistica de estados g(€) em fungdo

da energia €

_dQy d d L4 a
gle) = 2 = Jean(2m)’ h—de(z ). (2.78)
Observa-se que:
8%, sed=3
gle)=q¢el, sed=2 (2.79)

—1
€7, sed=1
\

Em sistemas com trés dimensdes o espectro possui muita degenerescéncia e esta faz
com que maior a energia, maior nimero de estados e, consequentemente, a probabilidade de
encontrar-se um estado com energia cada vez maior € maior, ou seja, o condensado somente
acontece se:

g(e)=¢€%sea>0. (2.80)

Como o Bose-Einstein somente acontece em 3 dimensdes, por precisar crescer com a
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energia, tem-se que:

2.1.1 Conexao com a termodinamica

Obtive-se que:
PV
—— =InE=—-YIn(1—ze P¢
. X in( )

1

:;<n8>:;fleﬁ—6—l7

1

em que 8 = T 2 ¢ a fugacidade do gds que se relaciona com p a partir de:

u
=ew(yt7 )

Retomando a (2.82) e considerando o espacgo continuo tridimensional

bl 1

oo ea+Bei
PV = kBT/O g(s)ln eaﬂLﬁ—gt_l de
PV=k T/oo (€)1 ! de
—RBL ) S\ T —a e

V= —kyT / g()In(1 — e~ Be)ge
B &
V= —kBT/ €)In(l —e %7 %T)de
V= —kBT/ e)In(1 —ze P&)de
Aplicando os resultados de (2.81)

P —on -
= (zm)i/o £31n(1 —zeP€)de — Vin(1 —2)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)
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Analogamente,
N—Z—l —/w (e)—1 de (2.92)
B € 7 lePe —1 N 0 & z—lePe — 1 )
~ (2nV 301 1
N = A (_h3 >(2m)282z—1e/5—8—1d8 (2.93)
2nvV 3 (1 1
N 2n 3 [ 1
Sabe-se que, va = 1% + % e como Ny = %_z
3
N 2&m 3 [ eide 1 z
v 2m)? lefe— 14 ——=—. 2.96
% h3( ) /() z z e +V1—Z ( )

Quando z << 1 em (2.91) e (2.96), os termos = ﬁcam da ordem de 1 ~» pois T >> 1

todos os niveis de energia sdo populados com a mesma probablhdade, a probabilidade de cada

1

nivel sera entdo: N

Porém, a medida que z cresce e assume valores perto de 1, 1= presente na equagdo

(2.96), que corresponde a em que Ny € o nimero de particulas em € = 0, tende a 1 — oo.

Ou seja, o estado fundamental torna-se macroscopicamente populado, assim, %IL_Z = 1% =
finito .
Como = 1 ——5 =Nyesendoz= Nf)vj’rl, assim:
—In(1— —In(x)  —In(Ng+1
n( Z)_ (N)_ n(No + ) (2.97)
% % \%
Substituindo fe = x em (2.91) e (2.96), consideremos o comprimento de onda de De-
Broglie
h
A= ——m—— (2.98)
(27’[«'?)’1]{1371)z
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Quando T — oo, percebe-se que A — 0 e, sendo gy (z) as fun¢des de Bose-Einstein

P 2 3™ 3 1
__n 5 3 _ o BEyge _ _
= (2m)2/0 e In(1 -z P*)de — ~In(1-2)
3
P 2m(2m)2 [~ x3 _
= —"In(1 —ze *)d
T 3 /0 B n(l —ze ")dx
3
P 27'L'(2I’I’lk/};'T)z “ 1 _
T 3 /0 x2In(1 —ze ") dx
P 1

kg_T:ﬁg%(Z)'

Analogamente,
N—-Ny 2m 3 [~ €exde
—_ 2 2 ﬁ{;‘
14 h3( ) /0 z °
1
N—Ny 2 o g2
4 h3 0o z lePe—1
1
N—Ny 27w 3 [ X2
= —(2mkpT )2
Vv h3(mB ) /o —lePe— 1
N—Ny 1
v Fg%(z)
Em que:

1 o xvol
gV(Z) - F(V) /0 Z_lex_ ld'x

A energia interna do sistema é dada por:

_ 9In(®)
U:_W
ad [ pV
_ 2. Y (£
U=kl 57 (kBT)

0 1
U= kBTZa—T (Vﬁgg(z)>

0 1
_ 2
U=ksT"g3(2)V o5 (l3>

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)
(2.110)

2.111)
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(2.112)

d (27rkaT)%
_ 2
U=ksT’g5(2)V 5 ( -

U=

[N RON)

kg%g (2). (2.113)

[1l9)]

Pode-se fazer a generalizacdo do sistema por:

)

Sendo V o volume por particulas, ou seja, v = ZK\, e a; o coeficiente virial, a equacdo de

estado se torna:

pvoo& an!
= — 2.115
M lz() | @.115)
em que:
—1 -2 1
ar=la=——a3=—=—-. 2.116
i 2= A BT o5 s ( )
O calor especifico € dado por:
cy 1 U
= —— 2.117
Nks — Nks 9T (&9
cy 1 9 /3. v
= —— | zkp= 2.118
Nks Nk oT (2 B/ISg%(Z)> (2.118)
Cy 30 [PV
=—— | — 2.119
Nkg 20T <Nk3) ( )

o3& (5-30 /a3
_ i : 2.120
Nk 2%( 2 al(v) (2120

Nas equagdes (2.115) e (2.120), temos P — nkgT e ¢, — %ng, ou seja, os valores
classicos da pressao e do calor especifico. Em temperaturas altas, porém finitas, ¢, € mais alto

do que seu valor limite. Por outro lado, quando 7" — 0, ¢, também tende a 0.

. ... 3 »
Quanto mais a temperatura diminui e, consequentemente )LT cresce, as equacoes (2.115)

e (2.120) nao sao mais tteis.
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O valor de z é, entdo, obtido a partir da equacgdo (2.99),

3
V(2rnmkgT)2
v Vet
N, n
83 = -
2 14 V(ZﬂkaT)%
h3
g3 =n

Retomando a equacdo (2.107), tem-se que:

1

1 © X2
= d
40 =1 |

ou seja,

/°° X nT()
0o zlev—1 V(27rkaT)%'

Quando z(n,T,) = 1, acha-se a temperatura critica
/m X2 . nh’r(3)
—dx = —— .
0zl =17 y(QumksT,)?

Observa-se que g3, comz =1
2

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

Sendo N, o nimero de particulas no estado excitado, N, >~ N, se z ndo for extremamente

préximo de 1.

Para todo z, tem-se que:

(2.128)
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Assim, a equagdo (2.121) torna-se:

V

limitado.

(27tmksT)?

AR

3)

Para dado V e T, o nimero total de particulas em todos estados excitados é também

(2.129)

Enquanto o nimero de particulas do sistema for menor que este valor limitante, pratica-

mente todas as particulas se distribuem nos estados excitados e o valor de z é determinado pela

equacgdo (2.129) , sendo N, ~ N. Porém, caso este valor exceda o valor limitante, os estados

excitados receberdo o nimero miximo de particulas, ou seja:

)

Ne—

 V(2amkgT)?

h3 :

Enquanto o estado fundamental recebera:

No=N-—

V(27’L’kaT)%

h3

£

3

2

)]

(2.130)

(2.131)

Este fendmeno de acimulo de um grande niimero de particulas no estado fundamental é

o condensado de Bose-Einstein, que, apesar de conter semelhangcas com o processo de conden-

sacdo de vapor em liquido, possui muitas diferencas conceituais com o mesmo, € a principal é

que o condensado tem origem puramente quantica.
O valor de z é:
No 1
7= ~1——.
No+1 Ny

Para a condensacdo comecar, partindo da equacdo (2.125)

0O<N-—

_N<_

V(2mmkgT)?

h3

V(2mmkpT)?

h3

4

3

2

)

(2.132)

(2.133)

(2.134)
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N >

V(27n]1113kBT)36 @)] |

Caso N e V permanecam constantes e 7' varie

T2 < .
V(2mmkg)2&(3)

wIN

Wit

2
;o N [N]

(27mkg)? |VE(3)
: :
Nh
T<T,. = 3 N3
(2wmkg)2 | VE(3)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

Sendo 7; a temperatura caracteristica, observando a equacao (2.132), percebe-se que ela

depende de m e g, que € a densidade por particula do sistema. No

corresponde a a densidade de

particulas no estado fundamental, quando 7' < T , o sistema € a mistura das seguintes fases:

3

I) fase normal, em que N, = N (%) ’

(&

IT) fase condensada, em que as Ny particulas que nao podem se distribuir nos estados

excitados, se acumulam no estado fundamental.

Se T > T., somente a fase normal acontece.

Sendo Ny = 1= o nimero de particulas do estado fundamental, Ny € negligenciado

comparando-se com N.

(2.139)

(2.140)
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&:1_<1_(1_1>)2 (2.141)
N 1.

@:1_(1_<TC_T))2_ (2.142)
N T.

Se T =~ T, temos que I << 1e,definindo L T L = x, temos que:
3 3
(1—x)2%1—§x, sex << 1 (2.143)
No 3
—=1—-(1—-(= 2.144
v (-() a4
N 3T.—T
— == . 2.145
N 2 T ( )



Redes complexas

A capital de Prussia Oriental, Konigsberg, ¢ dada como o local de nascimento da teoria
dos grafos e assim, das redes complexas. Pode ser visto uma representacao da cidade na 3.1 .
Konigsberg era uma cidade comercial e, como fica as margens do rio Pregel, foram construidas
sete pontes, cinco delas ao redor da ilha Kneiphof que era cercada pelo rio e outras duas em
outras partes do rio. Seria possivel andar pelas sete pontes, voltar para a faixa de terra inicial e

nunca caminhar novamente pela mesma ponte?

Figura 3.1: As pontes de Konigsberg, fonte: Adérito Aratjo / Departamento de Matematica da Universidade de
Coimbra/Montagem sobre reprodug@o.

Euller solucionou este questionamento provando que ndo era possivel. As quatro partes
terrestres do problema foram representadas como os vértices A, B, C e D e as pontes foram
representadas como linhas. Euller provou por contradi¢do que se houvesse um caminho que
percorresse todas as pontes, mas nunca a mesma ponte duas vezes, entdo os vértices com nu-
mero impar de arestas devem ser o comeco ou o final deste caminho. Cada vértice precisa ter

um grau par de pontes, para entrarmos e sairmos de cada vértice.
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Euller foi o primeiro a solucionar um problema representando-o por meio de vértices e

arestas, facilitando assim seu entendimento, visualizac¢do e resolugao.

Uma rede complexa é definida como um conjunto de pontos, chamados vértices, que
s@o unidos por arestas. A utilidade da rede complexa perpassa por dispositivos fisicos, sociais
e bioldgicos. Uma grande variedade de objetos pode ser representada por uma rede complexa,

desde redes sociais até a cadeia alimentar.

De acordo com Newman (18), muitos sistemas de interesses dos cientistas sio compos-
tos de partes que conectam-se entre si de alguma maneira. Existem pessoas que estudam a
individualidade de seus individuos, ja outros, analisam as conexdes ou interse¢cdes. Um ponto
sobre estas conexdes que precisa de atencdo, € o padrdo das conexdes entre os sistemas. Este
padrdo pode ser representado como uma rede complexa, sendo, entdo 0os componentes repre-
sentados nos vértices e as conexdes entre eles, pelas arestas. Sendo assim, uma rede complexa
¢ a representacdo simplificada reduzindo o sistema a uma representacio tedrica que captura os

padrdes das conexdes.

Cientistas tém desenvolvido ferramentas, ao longo dos anos, para andlise, modelagem e
estudo das redes complexas. Boa parte destas representagdes tiveram inicio com uma simples
rede e, depois de cédlculos adequados, notou-se as melhores conexdes entre vértices ou o tama-
nho adequado de um vértice para outro. Outras ferramentas tém a capacidade de fazer previsdes

matematicas sobre procedimentos da rede, como, por exemplo, a dissemina¢ao de uma doenca.

Em func¢do do trabalho com as redes complexas ser tedrico, estas ferramentas podem,
ser aplicadas a quaisquer sistemas que estd sendo representado como uma rede complexa. Se
voce, entdo, tiver um assunto de interesse que possa ser representado por uma rede complexa,
existem diversas ferramentas, ja desenvolvidas e compreendidas, que podem ser aplicadas a sua
rede. E crucial compreender que nem todas as ferramentas lhe daréo resultados tteis, mas se o
questionamento sobre sua rede for correta, existirdo varias ferramentas que podem ser utilizadas

e dar o devido direcionamento.

As redes complexas sdo uma maneira genérica, porém poderosa, de representar cone-

x0es e interagdes de objetos de um sistema.



Capitulo 3. Redes complexas

3.0.1 Matriz de adjacéncia

Utilizando o livro de Newman (18), tem-se que a matriz de adjacéncia € a melhor ma-
neira de representar uma rede complexa matematicamente. Sendo i e j vértices, a matriz de

adjacéncia serd A;;, em que:

1, se houver ligagdes entre os vértices i e j,
Ajj= (3.1)

0, se ndo houver.

A partir da matriz de adjacéncia pode-se analisar a rede complexa e obter suas proprie-

dades.

3.1 Propriedades de uma rede complexa

Segundo Newman (18), a andlise de uma rede complexa comeca quando fazemos uma
imagem da mesma. Esta visualizacdo pode nos ajudar a enxergar o que os dados dizem. So-
mente eles podem dificultar nosso entendimento do sistema. Sabe-se que, o olho humano tem
uma grande facilidade de reconhecer padrdes e por que nio usar este dom a nosso favor? Por
outro lado, se a rede tiver centenas ou milhares de vértices, o entendimento dos dados a partir da
visualizacdo se tornard praticamente impossivel. Boa parte das redes analisadas pelos cientistas
possuem milhares, até mesmo milhdes, de componentes, sendo assim, a visualizacdo em redes
como esta € praticamente inutil, precisando assim de outras técnicas para entender o comporta-
mento do sistema. Como dito, o estudo de redes de grande porte é de extrema importancia para
vdarios campos da ciéncia atual, tendo assim a necessidade do desenvolvimento de técnicas de

medidas e métricas que ajudem a compreender estas redes.

A centralidade, segundo Newman (18), é um exemplo de classe util para medidas de
rede. E sabido que pontos centrais designam a importancia de algo e componentes centrais vém
sido estudados em redes sociais. O estudo sobre o que € ser central em uma rede complexa é

algo que instiga estudos sobre medidas matematicas.

As redes complexas sdo divididas em duas classes: redes direcionadas e redes ndo-
direcionadas. Nas rede direcionadas as arestas entre dois vértices seguem uma dire¢cdo, como

numa rua em que os carros podem se movimentar apenas numa direcdo. Graficamente, redes
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direcionais sdo facilmente identificadas porque as arestas possuem setas, em que essas setas
indicam a direc¢do a informac@o que quer ser passada pela rede, existem dois tipos de graus: o
in-degree e o off-degree, este corresponde a arestas apontadas para fora do vértice e aquele, para
arestas apontadas em direcdo ao vértice. Fazendo alusdo a um artigo cientifico, os artigos que
ele cita sdo o off-degree e as citagdes que ele recebe sdo os in-degree. Nosso objeto de estudo

serdo redes nao direcionadas, em que as arestas ndo sdo direcionadas.

Seguem as principais propriedades que auxiliardo nosso estudo de redes nao direciona-

das:

3.1.1 Numero de vértices(N)

O numero de vértices presentes na rede € a ordem da matriz de adjacéncia.

3.1.2 Numero de ligacoes(E)

1
E=3 Y Aij+) Aii (3.2)
L., i
i#]
ou
1
E=2) Aij (3.3)
i<j

O ndmero de maximo de ligacdes corresponde a:

Enax = — (3.4)

3.1.3 Conectancia

Observando a relacdo entre E e E,,,, temos a conectancia, que representa a densidade

de ligagdes
E 2FE
c= = 3.5
Epax N(N-—1)

Observa-se que a conectancia € dada em nimeros entre 0 < ¢ < 1.
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3.1.4 Grau do vértice

Um conceito simples e crucial é o grau. O grau de um vértice consiste no nimero
de outros vértices atados a ele através de arestas. Tomando como exemplo a Internet, o grau
significa o nimero de dados conectados a um computador ou roteador. Ou seja, vértices com
um grau muito alto costumam desempenhar o papel de centralidade, entdao o grau também nos

ajuda a perceber quais sdo os pontos principais de uma rede.
Sendo k; o numero de ligagdes do vértice i, ou seja, k; =} Ajj.

Em uma rede sem autoliga¢do, tem-se que:

Y k=) Aj=2E (3.6)
i j
O grau médio é:
Yiki 2E
k>= =— 3.7
<k>==r= (3.7

3.1.5 Distibuicao de grau p(k;))
Mede a probabilidade de encontrar k ligacdes em um dado vértice da rede. Tem-seque:

_quantidade de k

k
p( ) total

(3.8)

3.2 O problema do pequeno mundo

Um conceito que t€ém implica¢des praticas dentro da rede complexa € o efeito de pe-
queno mundo. A chamada distancia geodésica € a menor nimero de arestas que possa existir
entre um vértice e outro. Tomando como exemplo dois amigos, a distancia geodésica entre eles
pode ser 1, pois existe somente uma Unica aresta os conectando e o amigo do amigo tem, entdo,
distancia geodésica 2. Empiricamente sabe-se que, a distancia geodésica entre pares de vérti-
ces € muito pequena, somente crescendo ao logaritmo do numero de vértices. Este conceito
foi primeiramente estudado psicologicamente, mas o poder deste conceito permite que ele seja

generalizado.
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As repercussdes do efeito de pequeno mundo tem efeitos curiosos. O compartilhamento
de noticias ou fofocas nas redes sociais. Pense que vocé€ ouviu algo de um amigo e passa essa
informacao para outro amigo seu e este passa para outro amigo dele e assim sucessivamente.
Isto se espalhard mais e mais rdpido se houver somente seis passos entre qualquer pessoa no
mundo do que se existir centenas ou milhdes. Sabe-se que um boato pode se espalhar para uma

comunidade inteira num piscar de olhos e isso explica muito sobre redes sociais.

Uma das razdes que explica o poder da Internet é entender que um computador co-
nectado a rede € somente distante em alguns “saltos” épticos/elétricos a alguns dados a outro
qualquer computador. Sendo real, os caminhos percorridos pelos pacotes de dados na Internet
tém somente dez a vinte saltos de comprimento, se houvesse mil saltos o compartilhamento de

informacdes seria completamente diferente.

Imaginando pessoas sendo representadas como vértices e uma linha significa que es-
sas pessoas se conhecem, dentre uma populacdo grande, qual a probabilidade de duas pessoas
escolhidas aleatoriamente se conhecerem? Algo mais interessante de se questionar €: qual o nd-
mero minimo de pessoas que, conhecendo umas as outras, permita que um individuo a conheca

o individuo b?

O que nos impressiona no problema do pequeno mundo € a percep¢ao de, por maior que
seja 0 nimero de individuos no mundo, haverd um nimero pequeno que conecte pessoas de
diferentes paises e nos evidencia que, por mais complicadas que parecam as relacdes sociais,
nossa sociedade € unida por um elo de conhecimento, que, mesmo que duas pessoas ndo se

conhecam mutuamente, elas podem ser ligadas por alguns passos de conexdes, em média, 6.

O primeiro a pensar no experimento do pequeno mundo foi o pesquisador Milgram (8) ,
o estudo nos revela informagdes impressionantes sobre a sociedade, revelando interconectivida-
des entre os individuos, tornando de fato, nosso mundo pequeno. O experimento consistiu em
um grupo de pessoas inicias e um alvo remoto geograficamente, distante de onde o estudo se
iniciou e tem como objetivo mapear as conexoes feitas para que a correspondéncia, que continha

algumas informacdes bdsicas do alvo, chegasse até ele.

As pessoas iniciais enviavam a outras pessoas um documento contendo: uma descri¢ao
do estudo e as regras da participacao; o nome do alvo bem como algumas informagdes que

possam ajudar a minimizar o caminho até ele; uma lista, que permitird que a mesma pessoas
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que ndo receba o documento duas vezes e um documento pedindo informagdes gerais para
cada participante. Dentre as regras pedia-se que se adicionasse um cartdo postal, permitindo
o rastreamento da correspondéncia. As informagdes sobre cada pessoa que aceita participar
do estudo permite responder perguntas sobre a homogeneidade das conexdes entre os elos em

idade e sexo, por exemplo.



S Capitulo

Analise do Condensado de

Bose-Einstein em uma rede
estrela

Este estudo do Condensado de Bose-Einstein em redes complexas se inicia numa rede
simples, chamada rede estrela. A rede estrela € uma rede complexa com um sitio central conec-

tado a L vértices ao redor, descrito como gréfico estrela.

A matriz hamiltoniana da rede é dada por Vidal e colaboradores (16):

[e)

E
= — J |). 4.1
H ﬁ;)(ll><0!+\0><l\) 4.1
Tem-se que:
1
0
0y=1]0 4.2)
0
0
0
0
i) =|: (4.3)
1
0
(0] = (1,0,0,...,0) 4.4)
(il =(0,0,...,1,...,0) 4.5)
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Tem-se, por exemplo:

010 . 0
00 0 . 0
|0)(1| = (4.6)
00 0 . 0
00 0 . 0
1 0 0 . 0
11)(0[ = (4.7)
00 0 . 0
Entao:
01 1 1
1 0 O .0
Y [1)(0] = (4.8)
i 1 0
1 0 O .0
Tem-se, entdo, que a hamiltoniana é:
0 £ £ £
VL VL VL
£
£ = = 0 0 ... 0
H=—Y (li)(0] +0) (i) = | VE (4.9)
ik
£ 0 o0 0

|0) descreve a particula central e |i) as particulas periféricas, sendo que i = 1,2, ..., L. As parti-

culas periféricas estdo conectadas a central por uma distancia de %

Esta matriz hamiltoniana H € exatamente a matriz de adjacéncia A da rede multiplicada

: €
pelo fator de energia NE

Diagonalizando H iremos obter que as autoenergias sdo: E_ = —&, que tem autoestado
correspondente |W¥y) = (%)|O> - (\/LTL) Y.;|i), o estado fundamental é a superposi¢do antissi-
métrica em que metade da densidade das particulas se localiza no sitio central e a outra metade

¢ uniformemente distribuido pelos sitios periféricos; Ey = €e E = 0.
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Considerando um ndmero flutuante de particulas e o potencial quimico u, tem-se que:

1

iy = m (4.10)
sendo 7 = eP(ETH) Tem-ses, entdo, que no caso em que E =0
= I “4.11D)
0= Bu +1 '
= ! 4.12)
0= ~Bu+Be—Pe 1 | '
! (4.13)
ng=———— .
0 Z—le—ﬁs +1
Jiocasoque EL =¢
1
ne = pCEm (4.14)
= ! (4.15)
e T Ble—e—m) _| '
= ! (4.16)
e = Be)g Bletn) _ | '
= —1 4.17
ng_zilezﬁg—l. ( . )
Por fim, quando E_ = —&, obtem-se:
= ! (4.18)
e = TBletm) _ | '
= ! (4.19)
e = e Bee—Bu 1 '
1
n_g= e (4.20)
Como
N=Y N (4.21)
i
N=n_¢g+(L—1).ng+ne (4.22)
1 L—1 1
= . 4.2
N Z71_1+Z—le[3£_1+z—162ﬁ£_1 (4.23)
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Sendo 77! = exp(—B(e+ 1)) e como 7, > 0, tem-se que:

> 0. (4.24)

Comoz ' >>1,entio0<z< 1.

No limite termodinimico, L — o e como ¢?P€ > 1, entdo 7 'e?P€ > 1 ez ! > 1, N

torna-se:
L
N=—680—. 4.25
Para encontrar a transi¢ao de Bose-Einstein considera-se z(7;) = 1, entdo:
L
N=_—_—_ 4.26
e (4.26)
N 1
=" e 1 (4.27)
n(efe—1)=1 (4.28)
nePe€ —n =1 (4.29)
neP€ =14+n (4.30)
e = 10 (4.31)
n
1
B.e =In ( +”) (4.32)
n
€ 1+n
=1 4.33
o= () 3
kT, 1
B — : (4.34)
E ll’l(Tn)
Para T > T, tem-se que 7 l1>len= Z*Ieﬁ#—l’ entao:
n(z P —1)=1 (4.35)
nz lePe —n=1 (4.36)
nz 'ePe=1+n (4.37)



Capitulo 4. Andlise do Condensado de Bose-Einstein em uma rede estrela

b1t (4.38)
n
Usando a equacao (4.31)
e = LN pe (4.39)
n
Bee
-1 _ e
=g (4.40)
7 = Pee—Be (4.41)
7 =PEhe (4.42)
z=efBF) (4.43)
=exp| € ! — ! (4.44)
ST N GT T T ‘
T.—T
wenle(552)
Te—T
- £ 4.46)
7= |exp iaT, (4.
2= (exp(eB)) T L. (4.47)

Novamente fazendo uso da equacdo (4.31)

7= (H")T (4.48)
n
17!
7= (1+—) . (4.49)
n
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—n=10
n=1
1,04 —n=0.1

0,84
0,6 4 \
04 \

0,24 ~_

0,0

Figura 4.1: z em funcgao de %

Na figura acima temos z sendo expresso em funcao de %, as curvas cairdo de acordo
c
1

com -, ou seja, quanto maior valor de n maior serd a queda. Percebe-se nesta, que a fugacidade

decai com o crescimento da temperatura, condizente com a equagao (4.45).

Sendo Ny = n_¢ e observando (4.22), tem-se que:

No=N—(L—1).ng—ne (4.50)
N() L_l ng

T _1_ - = 4.51
N N 0T 4.51)

Para N — o temos que L — oo, neste caso tem-se que L — 1 — L.

L 1
— = 4.52
N (4.52)
A equagdo (4.51) torna-se:
N
Mo __ Mo (4.53)
N n
N 1
Vo sl (4.54)
n
No_y_ n! (4.55)
N eth—1 '
Sabendo que:
P — exp (ﬁ gﬁc) (4.56)
Be
T,
ePE = exp (eﬁc7> (4.57)
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P — (exp(eB.)) T .

eB"g _ (n—I— 1)
n

Usando a equagdo (4.31):

n+1 —1:e£ﬁ"—1
n
1—
I/H_—n —_ egﬁc — 1
n
1
— =P 1.
n
Retomando a equacdo (4.55), tem-se:
No n!
N T
()]

0,8+

0,6

NO/N

0,44

0,24

TiTc

Figura 4.2: % em funcgdo de %

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

i No 3 I a I No
Na Figura 4.2 temos + em fungédo de i observa-se que quando ™ 0, 7 tende a seu

35
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valor maximo e quando % = 1 tende a seu valor minimo.
c

O numero de particulas Ny no condensado aumenta quando a temperatura diminui e

quando T = 0 todas as particulas estardo no estado fundamental, estado de Bose-Einstein.

Mo

Quando 3} = 0 tem-se o estado fundamental deixando de ser macroscopicamente populado.

Observando a variagdo das curvas da Figura 4.2, percebe-se que n = 0,1 permanece no

estado fundamental mesmo com o aumento da temperatura, ou seja, ele tem dificuldade de sair

do estado fundamental. J4 com n = 10, a queda da curva € rapida, ou seja, tem-se facilidade de

sair do estado fundamental para os estados mais excitados.

A equagdo (4.66) expressa em relacdo de € e k

Z
—

|

[¢]

>

S}

o~ m‘
[s)

IS N
N———
—

|
[l
SN—

No 1 —exp (kEB_TTc exp <k;—‘;>
N 1 —exp (B—‘ST)
Ny ePe— Pt
N ePe—
No . eﬁ"e —1
N ePe—1°
A energia média € dada por:
<E>= Zsin,-
i

< E >= O.I’lg:() + g.ng:E - S.ng:_E

£ E
<E>=-— +-

e*ﬁ (u+e)

1 1

<E>=—€nge__g=—E€Nj.

e Bl-u+e) _q

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

4.72)

(4.73)

(4.74)

4.75)

(4.76)
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Para T > T, temos que Nyg = 0 —< E >= 0. Para analisar o calor especifico consida-se
que na fase nao condensada de alta temperatura, o nimero de particulas que ndo ocupam 0s

estados degenerados representam uma fun¢do nula no limite termodinamico.

Tem-se que:
Jd<E> Ny
Ccy = aT = —EW. (477)
Usando a equacdo (4.71)
No _ 1— %, (4.78)
N etB — 1 '
L
N N
No=N NeSB —7 (4.79)
L
No=N— g (4.80)
ONy  —LefPe
= 4.81
I (efP—1)2 “81)
INy  INy 8[5
9T ~ 9B aT (4.82)
Como 8 =
aB —1
AT inT? (4.83)
8N0 —1 8N0 kB aNO
aT  ksT2 0B 212 9P (4.84)
37 = —kpp 8[3 (4.85)
ONy , —LefPe
ar ~ *F e e o
_I<E> ef2eth
Cy = a—T == (-kBLm) . (487)

A medida que a exponencial varre enquanto 77 — 0 € tipicamente o sistema com uma

energia de gap entre estado fundamental e os estados excitados.

O valor méximo para 7;
2pR2 B
o _ £ (4.88)
kgL (efP —1)2
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Ic
T

o _ B (%)
= . (4.89)
kBL Ic 2
((M) T _ 1)
n
A partir da equacdo (4.59), pode-se concluir que:
N
ePe = (”+ > (4.90)
n
SV ¥
€ n
— =1 4.91
ar () s
€ T n+1
—=—1 4.92
ksT Tn(<n)) (4+52)

g2 e n+1 2
o ()

Usando o resultado obtido na equagdo (4.89)

T, 1\2 1 TTC
o [FIW(1+0)?(1+1)
oL~ . (4.94)

e HF ]

0,8+

0,6 -

c/kgk

0,4+

0,24

0,0

TIT,

Figura 4.3: k;"L em funcdo de %

Na figura acima observamos o comportamento de k;—VL em relacdo ao crescimento de %
c

A répida queda para 0 do ;% quando 7' — 0 é uma caracteristica de sistemas que tem
B

um gap, diferenca de energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental, entre o

primeiro estado excitado e o estado fundamental.
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A temperatura OK, ndo tem-se energia o suficiente para se atravessa o gap e, assim,

ocupar o primeiro estado fundamental.
Nota-se, na Figura 4.3 que a curva com n = 10 cresce mais bruscamente que n = 1 e que

n = 20,1, ou seja, a curva é mais acentuada porque o gap deve ser menor.

P(El)n:O,l <P(E1)n:1 <P(E1)n:1(). (4.95)

A probabilidade de popular em n = 0, 1, quanto maior a probabilidade mais rdpido serd
para atingir o estado fundamental; isso estd em concordincia com as informacdes fornecidas na
Figura4.2, o n = 0,1 atinge muito mais cedo o estado fundamental, o calor especifico demora

mais, assim, para crescer.

Observando a equacdo (4.94),se T =T,

o _ [m(+ 20+

- (4.96)
kgL 1\2
8 ()
Considerando que x = %
Gy 5 (14+x)
In(1 497
kgL = [In(1+x)J* 2 4.97)
Cason — oo, entdox - 0e (1 +x) =1
Cy [In(1 +x)]2
- - 4.98
kgL x2 ( )
Como In(1+x) ~ x
2
Cy X
=2 4.
kgL x2 (4.99)

Mas, se n — 0 entdo x — oo, ou seja, (1 +x) = x, com isso, a equacio (4.96) torna-se:

¢y [In(x)%x]

AR (4.100)
¢y In(x)?
i (4.101)

39
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oL % (4.102)
CV . 2
oL n(lnn)~. (4.103)

Os resultados acima reproduzem o trabalho de Vital e colaboradores (16).



Analise do Condensado de
Bose-Einstein em uma rede

campo médio de pequeno
mundo

5.1 A rede

A rede complexa representada na Figura 5.1 foi criada por Grabow e colaboradores.(17)
para simular uma teoria de campo médio para um sistema de pequeno mundo. S3o poucos tipos
de redes de pequeno mundo que € possivel fazer cdlculos analiticos, assim, Grabow e colabora-

dores criaram esta rede e foram capazes de fazer a diagonalizacdo do operador laplaciano.

Neste trabalho, serd analisado o Hamiltoniano associado a rede e em seguida serd dis-

cutido o condensado de Bose-Einstein.
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Figura 5.1: Rede pequeno mundo com 15 nés, com g = 1.
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5.2 Hamiltoniana

(o)) c1 ... CN—1
CN—-1 €0 (1 (8]
H = : : 5.1
C1
C1 cee ... CN—1 Cco-

Sendo ¢ o valor que determina o tipo de ligagdo, em que ¢ € [0, 1]. Para que o sistema
simule, via campo médio, todos sitios ligados entre si o parametro g foi criado para variar
simular a intensidade. Grabow e colaboradores(17) constatam que g = 0 sdo redes regulares e

g << 1 sdo de pequeno mundo.

Os autores (17) expressaram o modelo usando a matriz laplaciana L. No nosso caso

escrevese a matriz hamiltoniana, em que L = H — k1.

Para g = 0, tem-se que:

ci=9q1, seiel,... .5 N-L  N-1 (5.2)

Tem-se que S| = 1,...,§,N—§...,N—leSQ:§+1,...,N—%—l,opapeldoksere’l
definir o conjunto S; e S», quanto maior o k, maior serd o S;. Como temos que Rede = S| + 5>,

entdo k ird reduzir S;.

Grabow e colaboradores (17) usaram o seguinte método para encontrar os componentes

da matriz laplaciana e usa-se a efici€ncia deste para acharmos as energias do nossos sistema.

Para um ¢ diferente de 0, tem-se:

Fo . (5.3)
Nk
fi= qT (5.4)
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N(N—1)—Nk
=" 2) (5.5)
Em S| tem-se:
S qkTN
alNk gkN
— 2 2
WI= NV-D-(1—kN (@) (5.7)
2
2
. q kN
T NN 1) — (1A (5.8)
2
q°k
= (5.9)
TN D) (T gk
Em S, tem-se: )
hoBY
MW (5.10)
N(N—1)—kN gkN
_ 2 2
W2 = NN - (—gkN (@) (5.11)
7
_ gk
NN CTI—(1—q)k (5.12)

Notemos em w; € w, que, se aumentar o k e deixar o que ¢ fixo € equivalente a aumentar

o0 k e deixar o ¢ fixo.

A hamiltoniana serd, entdo composta por e estes serdo entao os saltos de energia deste

sistema )
0, sei=0
Ci=4y1l—qg+w, seiel (5.13)
wa, sei €S

\

A partir disso, percebe-se que o que caracteriza S e S, serd ¢, se g = 0, tem-se

/

0, sei=0
Ci=\y1l—qg+w; =1, seies (5.14)
wy =0, sei €S

\
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Constatado na equagao (5.2).

Para todo ¢ diferente de 0 a rede é completamente ligada e quando g = 1 as ligacOes
terdo a mesma intensidade, tem-se que w; = w», ou seja, se g aumenta, S, — Sy, para todo k.

Tem-se entdo que o papel do g € dar importancia as ligacdes de S,.

No caso de kK = 2, tem-se

Figura 5.2: Rede complexa com 10 nés, k =2, g =0.

Na Figura5.2, tem-se uma rede com k =2 e g = 0, neste caso o S; corresponde aos

vizinhos primeiros da rede e ndo possuimos S, pois ndo temos saltos presentes nesta.

Figura 5.3: Rede complexa com 10 nds, k =2, paratodo 0 < g < 1.

Na Figura5.3 tem-se um exemplo de rede pequeno mundo com 16 nés, k = 2 e g entre
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0 e 1, quanto maior for o valor de ¢, mais a cor preta, representando S», se aproximard da cor

vermelha, representando S .

Com k = 4, tem-se:

Figura 5.4: Rede complexa com 10 nés, k =4, g =0.

Na Figura 5.4 tem-se umarede comk=4¢e g =0.

Figura 5.5: Rede complexa com10nés, k=4,0 < g < 1.

Na Figura 5.5 tem-se uma rede pequeno mundo comk =4e gentre Oe 1.
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5.3 Espectro

Segundo os autores (17) o espectro €:

N—1 :
—2rxp(l—1
A=Y cjexp {#} (5.15)
j=0
Podendo ser representado por:
; N-1
=Y ez (5.16)
j=0
Emque/=1,2,...,.N
Cl =CN—] (5.17)
N =co+crz+crz+...+c N1 5.18
it tev-1zg (5.18)
N_q N N -~
/11=Co+C1Z1+szlz+...+c%_1zf +c%zf +c%+1zl2+ T O A P (5.19)
y N1 2 N2 51 5+1
),l:co—lrc%zl +eila+z el g ]+...+c%71[zl 7] (5.20)

se 7; = exp [_2”5\(][_1)] , entdo z)' = exp [%I_I)N} =exp[—2mi(l —1)] = 1, A; torna-se entdo

0=

5 ~1 2, 2 -1, —(5+1
M =co+eyz, +eila+z el +g ]+...+c%_1[zl +z ] (5.21)

N

Sez? =exp [72”?71)] —exp[—mi(l—1)] =cos(x(l — 1)) +isin(n(l —1)) = (=1)F1 = (=1)-!

N
A = co—i—c%(—l)l_] +2c1cos(6;) +2¢cos(26;) ... +2c%_] cos((E —-1)6) (5.22)

Em que 6; = exp [72”3\(,171)}

¥y
2
N = co—i—c%(—l)l_l +2 'Y cjcos(if)). (5.23)
j=1
Mas:
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Notemos, a partir disso, que g determinard wy

qk
N—1—(1—qg)k

Wy = ="k

= q
N—-1—(1—q)k

ke’ = (1 —q)+kgc”

k(' =c") = (1—q)+(q— k" = (1—q)(1 —kc")

0, sei=0

ci=q1—qg+w =ck, seics

wy = "k, sei €Sy
M= (—1) CN +2kc’ Z cjcos(if;) + 2kc” Z cos(j6;) + Z cos(j6;)
Jj=1 =1
g1
M= (—1)l_lcg +k(c" = ¢")Ry +2ke" ) cos(j6)),
j=1

com

- (((k+D)7r(—1
) ( [—m‘(z— 1)]) sin (D)
R; = Z cos | jexp = —

j=1 N sin (%)

Mas:
L (-1 B
2} cos(if)) = 70T 1
=1 sm( o >
51 sin (N 1)”“&”)
2 ) cos(ify)
2m(I-1)
=1 sm( N >
Y- sin (x(1 - 1)) - 241
2 ) cos(if)) = —
=1 sin (—”(11\71)>
yoi n(1-1) 1—1 )
) sin(7(l —1))cos =x—) cos((l—1))sin ( =%
2 Z cos (i) = - -1
j=1 sin <n(l]\71)> sin (n(l};l))

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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R4

b o (ml=DN
2j;cos(19,)_ cos(7(l 1))sm( 5 ) 1=(-1'—1. (5.37)

Assim:

A= (—1)1—%% + k(" — "Ry + 2k [(= 1)) — 1], (5.38)

com ¢y = "k, pois § € S,
M =k(c' =R +k"'[(=1)!T + (=) 1] (5.39)
N = —kc" + k(' =R, (5.40)

Mas k¢’ =wy e k¢! = (1 —q) + gwa, ou seja, k(' — ") = (1 — ¢)(1 — wy). Portanto,

7(,1 = —wy+ (1 —q)(l —Wz)Rl. (5.41)

Pode-se ver que:
M=—-—wr+ (1 —q)(l —Wz)Rl, (5.42)

comRi=k+1—-1=k%
Al=—wr+(1—¢q)(1—w)k. (5.43)

E se g =0, tem-se que:

sin ((k+1)§(171))

A =R = Y (5.44)
sin (—”(11\71))

Neste caso, se k =2

N=—L 1 (5.45)

sin(#) 4sin3(n<z§1)) 1
sin(#>_ Sin(ﬂl};l)) _

A = 2cos (%) . (5.47)

AL =3

(5.46)
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5.4 Meédias

Iremos estudar todas as ligacdes a partir da média destas, usa-se uma intensidade dife-

rente, a partir do q.

Usa-se todas as ligacdes e pesos diferentes destas. Esses pesos dardo, em média, as

diferentes configuracdes de diferentes ligagcdes.

Usando os resultados obtidos de A; e R;, pode-se calcular

1
Mas,
B —p+Eo—Eo) — B(N—Eo) . ,~B(n—Eo) (5.49)
Como z = ePH—E0) tem-se que:
N = Z p— x, E T (5.50)
No estado excitado, tem-se que:
N, = ! 5.51
¢ B(M—Eo) — 1 (55D
Como N = Ny + N,, tem-se que Ny
No=N-—N, (5.52)
No=N ! 5.53
0=N-X paE 1 553
Ny 1 1
N TN R (554

Percebe-se que representamos a nossa rede de campo médio, a priori na Figura 5.1
com 15 noés, posteriormente com 10 nds 5.3, 5.2, 5.4 e 5.5 para poder entender como a rede

€ 0s parametros se comportam, mas para haver transicdo de fase precisamos estar no limite
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termodinamico, por isso trata-se de uma rede com 10000 nds.

Observando o comportamento de % a partir da variagdo de g em sistemas com k =2 e 4:

NO/N

F—q=001
f——q=0.1
—aq=02
—q=04

q=06
q=08

1,0

0,84

0,6

04

02

oo

: T T T T T T
0 05 1,0 15 20 25 30
T

Figura 5.6: Rede complexa com 10000 nés, k = 2, observando variagado de g.

Na Figura 5.6 temos M em funcdo do crescimento de 7 de uma rede complexa com

N

10000 nés, k = 2 e observa-se a variagdo de ¢ = 0,01;0,1;0.2;0,4;0,6 ¢ 0, 8.

Percebe-se que quando 7' = 0 todas as particulas estardo no estado fundamental, inde-

pendente do valor de ¢, a medida que a temperatura cresce, as particulas vao para o estado mais

excitado. Quando % = 0 o estado fundamental deixou de ser macroscopicamente populado.

Percebe-se também, que quando g = 0,01 a queda € rdpida, ou seja, tem-se facilidade de

sair do estado fundamental para o estado excitado. J4 observando ¢ = 0.8 nota-se que a curva é

mais ténue, ou seja, sai do estado fundamental com mais dificuldade.

Quanto maior valor de g, mais todos sitios tendem a se ligarem entre si, a 7. € maior, se

aumentar o q.

0,84

0,64

NO/N

04

0,24

——q=0.01
——q=0.1
——q=0.2
——q=0.4
q=0.6

q=0.8

Figura 5.7: Rede complexa com 10000 nés, k = 4, varia g.
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Na Figura 5.7 tem-se uma rede com k = 4 e observa-se o comportamento de % em

relac@o ao crescimento de 7', com igual variacdo de g.

De forma semelhante a 5.6, T = 0 todas as particulas estardo no estado fundamental,
independente do valor de ¢, a medida que % vai diminuindo com o aumento da temperatura,
o estado fundamental vai deixando de ser macroscopicamente populado. Também condizente
com 5.6, quanto menor o g a queda € rdpida, ou seja, sai do estado fundamental para o estado

excitado com facilidade, ja quanto maior o g, tem-se dificuldade de sair do estado fundamental.

Pode-se comparar o comportamento da temperatura critica fixando o g e observando

como se comportard com k diferente.

——k=2
— k=4
——k=8

0,84

0,64

NO/N

0,24

Figura 5.8: Rede pequeno mundo com 10000 nés, g = 0.99, observa-se a variagdo de k.

Na Figura 5.8 observa-se que, com k = 2 a saida do estado fundamental € muito mais
rapida e a temperatura critica € menor, ja com k = 8, tem-se um 7. maior. Ou seja, o k tem um

papel semelhante a dimensdo na rede campo médio.

Para descobrir a temperatura critica em fungdo de g, pega-se o ultimo valor antes de %

tornar-se negativo, ou seja, quando toca-se o eixo da abscissa e obtém-se
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3,0
2,54 /l/./

2,0 y.g

1,04
0,5

06

0,0 0,2 0,4 06 0,8 1.0

Figura 5.9: Rede complexa com 10000 nés, k = 2, T, em funcdo de g.

Na Figura 5.9, observa-se a evolug@o da temperatura em relagdo a ¢, com k = 2.

N

0,0 0,2 04 0,6 0,8 1.0

Figura 5.10: Rede complexa com 10000 nés, k = 4, T, em funcgéo de q.

Na Figura 5.10, observa-se a evolucao da temperatura em relacdo a g, com k = 4.

Telk

Figura 5.11: Rede pequeno mundo com 10000 nés, %

Na Figura 5.11 faz-se uma andlise de como se comporta as curvas de % em relacdo a
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g, fazendo uma divisdo dos resultados obtidos por k, percebe-se que quanto maior for o &, a
temperatura critica se estabilizard mais rapidamente. Ao dividir por &, o ponto final serd igual e

para garantir o tamanho, as curvas com k maior ele se estabilizard primeiro.

Como dito, k e g ttm um papel similar a de dimensao de uma rede regular, pois ambos
tendem a tonar os sitios mais ligados entre si, sabe-se que quanto maior a dimensao maior sera

oT..



Vislumbrando a importancia do condensado de Bose-Einstein na ciéncia e diversidade

de funcionalidades das redes complexas, foi estudado, a priori, numa rede complexa estrela,
norteados pelo trabalho de Vidal e colaboradores (16). Foi observado o comportamento da

fugacidade, z em funcdo de % a partir da equacdo (4.49), observamos que as curvas cairdo de

N

acordo com a fun¢do polinomial de grau 1, ,ll, em que, n = 7, notando, assim, que quanto maior

o valor de n mais rdpida serd a queda.

Foi trabalhado também que o nimero de particulas no condensado tende a aumentar
a medida que a temperatura diminui e quando 7" — 0 todas as particulas estardo no estado
fundamental. Esse é um resultado condizente com nossa analise de k;_VL em funcgdo de % nesta
percebemos que a ripida queda quando 7 — 0 evidencia a existéncia de gap em nosso sistema,
porque quando 7 estiver préximo de OK, ndo tem-se energia necessaria para que o béson passe
do estado fundamental para o primeira estado excitado. Nota-se também que curva de n = 10
¢ muito mais acentuada que n = 1 e n = 0, 1, constando, assim, que P(El)nzo,l < P(Ep)p=1 <

P(Ey)n=10 , condizente com os resultados obtidos no grifico 4.2.

No capitulo 5 foi embasado na rede complexa de introduzida na referéncia (17) para

verificar a existéncia do condensado de Bose-Einstein.

Para este trabalho, foi utilizado a matriz hamiltoniana. Utilizando o parametro ¢, que
nos dd o peso das ligagdes, e k, que nos diz sobre as vizinhangas, analisou-se o nimero médio

de particulas e o comportamento de 7, em relagcdo a q.

Quando foi analisado o comportamento de % verificou-se que, a medida que k cresce,

os valores da temperatura tornam-se cada vez maiores.

A partir desta, analisou-se a temperatura critica em relagdo a g e, posteriormente, analisou-
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se o comportamento da curvatura de % em funcdo de g e percebe-se que quanto maior o k mais

rdpida a temperatura critica se estabiliza.

Foi percebido que os parametros k € g se comportam como a dimensdo de uma rede

regular.

O desafio de aumento da temperatura critica deste sistema pode ser assim solucionado
aumentando os parametros k e ¢, ou seja, aumentando o nimero de ligacdes entre os ndés. Em
trabalhos futuros veremos como todas as propriedades fisicas se comportam de acordo com o0s

parametros citados.

As aplicagdes do condensando sdo grandes, mas o desafio de aumentar a temperatura
critica do sistema, perto da temperatura ambiente, e abaixar a densidade necessdria € um desafio

que ajudaremos a resolver com este trabalho.

Abaixo da temperatura critica o estado fundamental se macroscopicamente populado e
percebe-se que, aumentando os nimeros de ligagdes a temperatura critica crescerd. Em traba-
lhos futuros estudaremos como todas as outras propriedades termodindmicas se comportarao de

acordo com os parametros g € k.
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